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В работе рассматривается сценарий смены устойчивости в обыкновенном дифференциальном уравне-
нии, при котором происходит переход от пары комплексно-сопряженных чисел с отрицательной веще-
ственной частью к паре вещественных характеристических чисел разного знака (с кратным нулевым 
корнем при бифуркационном значении параметра). 
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При исследовании сингулярно возмущенных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений большой интерес вызывают ситуации, в которых наблюдается затягивание 
потери устойчивости. Суть этого явления заключается том, что после того, как положе-
ние равновесия быстрой подсистемы теряет устойчивость, уход фазовой точки от него 
происходит не сразу, а спустя некоторое время. Существует два основных сценария затя-
гивания потери устойчивости, отвечающих критическим в смысле Ляпунова ситуациям 
[1, 2]. 
Один из них соответствует изменению знака вещественного характеристического числа 
линеаризованной матрицы быстрой системы; в этом случае дифференциальная система 
имеет траекторию-утку [3]. Другой соответствует смене знака вещественной части пары 
комплексных характеристических корней. Эта ситуация в общем случае рассмотрена в 
работах А.И. Нейштадта [4]. 
Существует еще один сценарий смены устойчивости, при котором происходит одновре-
менное обнуление не только вещественных частей, но и коэффициентов мнимых частей 
пары комплексно-сопряженных собственных чисел, сопровождаемое появлением крат-
ного нулевого корня, с последующим рождением пары вещественных собственных зна-
чений разных знаков. В качестве модели такого сценария смены устойчивости можно 
рассмотреть однопараметрическое дифференциальное уравнение вида 
0 yyy  









Эта система имеет единственное положение равновесия (0,0) при любых значениях па-
раметра , кроме  = 0, когда каждая точка оси OY является особой. Исследуем его 
устойчивость и изменения фазового портрета  системы при различных значениях R. 
Собственные числа матрицы системы имеют вид 














     (2) 
причем очевидно, что в зависимости от знака подкоренного выражения они могут быть 
как вещественными, так и комплексными, и система (1) имеет две точки бифуркации при 
 = 0 и  = 4. Проанализируем состояние системы при изменении параметра. 
 < 0. Состояние равновесия (0,0) представляет собой седло (1 < 0, 2 > 0), причем его 

































 PP   
и бесконечно приближаются к оси OX при   – 0. 
 = 0. Каждая точка оси OY является точкой неустойчивого равновесия, и фазовый порт-
рет представляет собой прямые, параллельные оси OX. 








имеют отрицательную вещественную часть, и состояние равновесия (0,0) является 
устойчивым фокусом. 
 = 4. Собственные числа совпадают (1 = 2 =–2), и положение равновесия представляет 
собой вырожденный узел. 
 > 4. Собственные числа (2) вновь вещественные, но теперь имеют один знак (1 < 0, 2 
< 0) и положение равновесия является устойчивым узлом, причем все траектории каса-
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Особое внимание следует обратить на изменение состояния системы в окрестности зна-
чения  = 0, поскольку, в отличие от описанных выше видов смены устойчивости, пере-
ход от пары вещественных характеристических чисел разного знака к паре комплексно-
сопряженных чисел с отрицательной вещественной частью ранее не изучался. 
Интерес представляет обобщение этой ситуации, возникающее при замене параметра на 
знакопеременную функцию независимого переменного, а также исследование поведения 
сингулярно возмущенных систем, в быстрых подсистемах которых наблюдается подоб-
ная схема смены устойчивости. 
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